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Теорія функції комплексної змінної вивчає основи аналізу комплексних чисел і 
функцій, методи диференціального та інтегрального числення таких функцій, 
властивості аналітичних функцій, основи теорії конформних відображень, особливі 
точки та ряди Лорана, лишки та їх застосування.  
Поняття та методи теорії функцій комплексної змінної широко використовують 
у різних галузях науки і техніки, зокрема для побудови і дослідження складних 
математичних моделей в електро- і радіотехніці, гідро- й аеродинаміці, теорії 
пружності, теорії коливань і багатьох інших. 
Пропонований посібник допоможе студентам інженерних спеціальностей у 
вивченні теорії функцій комплексної змінної в обсязі, достатньому для застосування 
у прикладних задачах.  
Посібник містить теоретичний матеріал з поданям основних формул, означень 
та теорем, який проілюстровано великою кількістю прикладів, наведено основні 
методи розв’язування типових задач. Наприкінці кожної теми містяться задачі для 
самостійного розв’язування, що дозволяє закріпити отримані навички. У кінці 
посібника наведено індивідуальні завдання для самостійної роботи студентів. 
Значну кількість задач було створено спеціально для цього посібника. Крім того 
було використано в якості джерел інші посібники та збірники задач, які зазначено у 
списку використаної та рекомендованої літератури. 
Укладач щиро вдячний відповідальному редакторові та рецензентам за 












1. Комплексні числа та дії над ними 
 
Поняття комплексного числа  
Число  
,iyxz                                                        (1) 
де x  та y  − деякі дійсні числа, а  1i , називають комплексним числом, при 
цьому 1i  називають уявною одиницею. 
Дійсні числа x  та y  називають відповідно дійсною та уявною частинами 
комплексного числа та позначають 
,Re zx    .Im zy   
Вигляд (1) називають алгебраїчною формою комплексного числа. 
Два комплексних числа 111 iyxz   та 222 iyxz   рівні тоді й лише тоді, коли 
рівні їх дійсні та їх уявні частини, тобто коли .  , 2121 yyxx   
Оскільки комплексне число являє собою впорядковану пару дійсних чисел 
),( yx , то природно використовувати точку площини з декартовими координатами x  
та y  як геометричну інтерпретацію комплексного числа (рис. 1). Число 0z  
відповідає початку координат. Таку площину називають комплексною площиною, 
вісь абсцис − дійсною віссю, а вісь ординат − уявною віссю комплексної площини.  
Положення точки ),( yx , яка зображує 
комплексне число ,z  можна визначати також 
полярними координатами ),,(   де   − відстань від 
точки до початку координат, а   − кут між радіус-
вектором точки і додатним напрямом дійсної осі 
(рис.1). Використовуючи зв’язок між  декартовими  та  
полярними  координатами 
,sin    ,cos  yx  
 
         zIm  
 
   у                            iyxz   
 
        z  
 
                zarg  
  
    0                         х        zRe  
 
Рис. 1 
отримаємо тригонометричну форму комплексного числа: 
).sin(cos  iz                                                       (2) 
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 При цьому   називають модулем, а   − аргументом комплексного числа і 
позначають  
.Arg    ,  zz   
З означення модуля та аргумента для числа  iyxz   й зв’язку декартових і 
полярних координат маємо 
,0    ,tgArg    tg,  22  x
x
y
zyxz                               (3) 
а також виконуються співвідношення 









Зауважимо, що, розв’язуючи останнє рівняння з (3), слід враховувати знаки 
чисел x  та y . Головне значення величини z Arg  позначають z arg  й вибирають 
таким, що  z arg . Аргумент комплексного числа визначається неоднозначно, 
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z   
для 0 z  величина z Arg  не має сенсу.  
Зауваження. Два комплексних числа рівні тоді й лише тоді, коли їх модулі 
рівні, а аргументи або рівні, або відрізняються на величину кратну .2  
За допомогою формули Ейлера  sincos iei  можна визначити ще одну 
форму комплексного числа − показникову:  
. iez                                                             (4) 
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Число iyxz   називають спряженим до 
.iyxz   Модулі таких взаємно спряжених чисел 
однакові, а аргументи відрізняються лише знаком 
(рис. 2) 
.ArgArg   ,   zzzz   
Спряжені числа зображують симетричними 
відносно дійсної осі точками. 
             zIm  
  
        у                      iyxz   
   
                               z    
                              z Arg   
              0                z Arg         х     zRe  
                               z  
     −у                      iyxz   
  
Рис. 2 
Приклад 1.  Побудувати на комплексній площині задані числа та знайти їх дійсні та 
уявні частини:  



































 iz    ,27













iz 211    ,1Re 1 z   ;2Im 1 z  
iz 222     ,2Re 2 z   ;2Im 2 z  



















cos24 iiz  


















Re 5 z   ;
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 ii  
i1   ,1Re 6 z   ;1Im 6 z   
          zIm  
   z2                       2               z1 
                                              z4 
                             1 
   
       −2         −1     0               1 
      z7                                            zRe  
                   z5 
                          −1                z6 
 
   z8                               −2                     z9 
                                   


















































  ,1Re 9 z   .3Im 9 z   ► 
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Приклад 2.  Представити в тригонометричній формі комплексні числа:   
,331 iz   ,522 iz   ,43 iz   ,24 z  ,35 iz   .16 z  
Розв’язування.  
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 iz  














  );0sin0(cos24 iz   
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  .sincos6  iz ► 
 
Алгебраїчні операції над комплексними числами 
Нехай задано два комплексних числа 111 iyxz   та 222 iyxz  . 
Сумою комплексних чисел 1z  та 2z  називають таке комплексне число iyxz  , 
що 21 xxx  , 21 yyy  . Тобто,  
).()()()( 2121221121 yyixxiyxiyxzz                     (5) 
При цьому зберігаються комутативний та асоціативний закони додавання 
.)()(    , 3213211221 zzzzzzzzzz   
Зауваження:   ).()()()( 2121221121 yyixxiyxiyxzz   
 9 
Добутком комплексних чисел 1z  та 2z  називають таке комплексне число 
iyxz  , що 2121 yyxxx  , 1221 yxyxy  . Тобто,  
 21
2
212121221121 ))(( yyixiyyixxxiyxiyxzz  
).()( 2121212121212121 xyyxiyyxxxiyyixyyxx                      (6) 
Зауваження: Операція множення зводиться до розкриття дужок і зведення подібних, 
при  цьому  слід  пам’ятати,  що  .   ,1   ,   ,1 5432 iiiiii   
Добутком двох взаємно спряжених чисел є дійсне число: 
.))((
222222 zyxyiiyxixyxiyxiyxzz   
При множенні зберігаються комутативний, асоціативний та дистрибутивні 
закони 
.)(    ,)()(    , 31213213213211221 zzzzzzzzzzzzzzzzz   
Якщо комплексні числа 1z  та 2z  задаються своєю тригонометричною або 




21  ieizz                       (7) 






















 , яке  зручно отримувати множенням чисельника та 






















































                                                        (8) 
Якщо комплексні числа 1z  та 2z  задаються тригонометричною або 
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 iz  
Розв’язування.  








































































































































































































































Піднесення до цілого додатного степеня 
Для піднесення комплексного числа до цілого степеня зручно користуватися 
правилом множення комплексних чисел у тригонометричній формі (7). Нехай 
задано комплексне число ).sin(cos  iz  Тоді 
).sin(cos  ninz nn                                               (10) 
Формулу (10) називають формулою  Муавра. 
Приклад 5.  Обчислити  .)31( 17i  
Розв’язування.  
Випишемо тригонометричну форму числа :31 iz   
3
3arctgArg   2, 31  












cos2 iz .   
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Випишемо тригонометричну форму чисел iz 11  та iz  12  
4
1arctgArg   , 2 11  













cos21 iz ;   
4
3
)1(arctgArg   , 2 22  















cos22 iz . 

















































































































 ii ► 
 
Корінь цілого степеня з комплексного числа 
Комплексне число n zz 1  називають коренем n-того степеня з комплексного 
числа z , якщо .1
n
zz   З цього означення маємо ,1




























zz nn                                (11) 
при цьому ).1( ... ,1  ,0  nk  Число різних коренів n-того степеня з комплексного 
числа z  дорівнює n (при nk   значення починають повторюватися). Точки на 
комплексній площині, що відповідають різним значенням  кореня n-того  степеня,  
розташовані у  вершинах  правильного  n-кутника, що вписаний у коло радіуса n z ||  
із центром у початку координат. 
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Приклад 7.  Знайти всі значення коренів та побудувати їх на комплексній 
площині: а) 5 1 , б)  3 i , в) i22 . 
Розв’язування.  
а) Випишемо тригонометричну форму числа 1z    0sin0cos iz  .   

























































 izk  
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    2z  
  
  −1                            1 0z  
    3z   
 
       4z  
Рис. 4 
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 i zk  
Зауважимо, що 1z = − 0z .► 
                            
  
         1z    
                                          4 8  
    − 4 8                                





2. Числові ряди з комплексними членами 
 
Послідовність комплексних чисел 111 iyxz  , 222 iyxz  , …, nnn iyxz  , … 




lim ), якщо існують 















nn wwwww                                          (12) 
називають збіжним, якщо послідовність його частинних сум nn wwwS  ...21  




 lim  називають сумою ряду. 
З означення комплексних чисел маємо, що ряд (12) збігається тоді й лише тоді, 
коли збігаються ряди з дійсними членами 
...Re...ReReRe 321  nwwww ,                                    (13) 
...Im...ImImIm 321  nwwww ,                                    (14) 
при цьому якщо сумою ряду (13) є число U , а ряду (14) − число V , то сумою ряду 








Для рядів із комплексними членами справедливі ознаки збіжності. 




збігається, то збігається й ряд 

1n
nw , причому абсолютно. 








 то при 1D  ряд 

1n
nw  абсолютно збіжний, а при 
1D  розбігається (ознака Даламбера).   




 то при 1K  ряд 

1n
nw  абсолютно збіжний, а при 
1K  розбігається (радикальна ознака Коші).   
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Зауваження. З абсолютної збіжності ряду 

1n
nw випливає збіжність цього ряду. 








































































































 збігається абсолютно.► 
 
Завдання для самостійної роботи 
  
1. Знайти дійсну та уявну частини заданих комплексних чисел та побудувати їх. 





















































































































4. Знайти всі значення коренів та побудувати їх на комплексній площині:  
    а) 5 243i ;   б)  8 256 ;   в) 3 31 i ;   г) 4 838 i . 












































3. Функції комплексної змінної 
 
Якщо дійсні величини х та у або одна з них є змінними, то величину iyxz   
називають комплексною змінною. Комплексну змінну z  вважають заданою, якщо 
відома множина D  комплексних чисел, значення яких вона набуває. 
Областю на комплексній площині називають множину точок D , що 
задовольняє властивостям: 
 разом з кожною точкою із D  ця множина містить і досить малий круг з 
центром у цій точці ( D  − відкрита множина); 
 будь які дві точки із множини D  можна з’єднати неперервною лінією, що 
складається з точок цієї множини ( D  − звязна множина). 
Внутрішню частину круга радіуса   із центром у точці 0z  називають  -околом 
точки 0z . Точку z  називають граничною точкою області D ,  якщо в будь якому 
околі точки z  є такі точки, що належать області D , і такі, що до неї не належать.  
Сукупність всіх граничних точок області називають її 
границею. Область D  разом зі своєю границею називають 
замкненою і позначають D . Якщо границя області складається 
з n  замкнених ліній, що не перетинаються між собою, то 







Рис. 7  
 
 
Приклад 1.  Визначити й побудувати на комплексній площині лінії, що задані 
рівняннями: 













а) 32  iz . 
Скористаємось означенням модуля й тим, що iyxz  , 
отримаємо 
,3)1()2()1()2(22 22  yxyixiiyxiz  
                    у 
 
               R=3 
                        1 
 
               −2             х 
  
Рис. 8 
або 9)1()2( 22  yx  − рівняння кола радіуса 3 з центром у точці )1,2(  (рис. 8). 
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б) 3Re z .    
За означенням xz Re , звідси рівняння  перепишеться у вигляді:  
3x . 
Це рівняння визначає пряму, паралельну осі Оу (рис. 9). 
     у 
 
     0       3 




в) 0  ,Re 22  aaz .    
Оскільки ,2)()( 2222 xyiyxiyxz   то  .Re 222 yxz   










Re .   





















































))1((2)2( 2222  yxyyxx 
4
5
)5,1()1( 22  yx . 
Отже, маємо коло радіуса 
2
5
 з центром у точці )5,1,1(   (рис. 11) 
 
         у 
 
      −1 
                        х 
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z  визначає промінь, що виходить з точки 1z  і 
утворює з додатним напрямом осі абсцис кут 
4

 (рис. 12). ► 
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Приклад 2.  Визначити та побудувати на площині множини точок, що 
задовольняють вказані нерівності:  а) 2 iz ;   б) 11  iz ;   в) 321  z .    
Розв’язування.  
а) 2 iz   4)1( 22  yx . 
Шуканою областю будуть всі точки круга з центром у (0,−1) і 
радіусом  2, включаючи і границю − коло 2 iz  (рис. 13). 
           у 
             
      
          −1          х 
 
 
        −3 
 
Рис. 13 
б) 11  iz   1)1()1( 22  yx . 
Шуканою областю будуть точки, що лежать зовні круга з 
центром у (−1,1) і радіусом 1, за виключенням границі − кола 
11  iz  (рис. 14). 
                  у 
 
 
                 1 
 
         −1            х 
 
Рис. 14 
в) 321  z    9)2(1 22  yx .   
В результаті маємо точки, що лежать між колами радіусів 1 та 
3 з центром у точці (−2,0), включаючи самі кола. 
Область такого вигляду називають кільцем (рис. 15). ► 
                 у 
   
                      3 
 
                      1 
−5  −3  −2        1 х 
       
                      −3 
 
Рис. 15 
Приклад 3.  Визначити множини точок, що задовольняють вказані нерівності, 
та побудувати їх на площині. 







 iz ;   .    
Розв’язування.  





















 (рис. 16). 
    у  
    2 
 
     1 
 
     0    1      2     х 
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Рис. 16 



















































  (рис. 17). ► 
          у  
              3 
 
              1 
 
−3        0         3  х 
    
       
Рис. 17 
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Якщо кожному значенню z  деякої множини комплексних чисел ставиться у 
відповідність за деяким законом одне або декілька комплексних чисел w , то кажуть, 
що на множині комплексних чисел задано функцію комплексної змінної:  
).(zfw                                                              (15) 
Якщо кожному z  відповідає одне значення w , то функцію називають 
однозначною, у протилежному випадку − багатозначною. Множину D  з якої 
вибирається змінна z  називають областю визначення, множину всіх значень w  − 
областю значень функції. 
Підставивши в праву частину (15) iyxz   і виконавши всі дії, що вимагає 
функція )(zf , функцію (15) можна представити у вигляді 
).,(),()()( yxivyxuiyxfzfw                                    (16) 
Іншими словами, оскільки кожне комплексне число z  являє собою пару дійсних 
чисел ),( yx , а числу w  так само відповідає пара дійсних чисел ),( vu , то залежність 
)(zfw   між w  та z  буде еквівалентною визначенню двох дійсних функцій двох 
дійсних змінних :),(  ),,( yxvyxu  ).Im()Re(),(),( fifyxivyxuw     
Приклад 4.  Задано функцію .2zw    
1) обчислити її значення для iz  2 ; 
2) знайти її дійсну та уявну  частини; 
3) знайти образи точок кола 2z ; 




 z , 3z ; 
5) знайти прообрази ліній ,  , 21 CvCu   де  21   , CC  − додатні дійсні сталі. 
Розв’язування. 
1)  .43)2()2( 2 iiiw   
2) ,2)()()( 2222 xyiyxiyxzzw     .2Im  ,Re 22 xyzyxw   
3)  224224222222 42)2()(2 yxyyxxxyyxxyiyxw  
222224224 )(2 yxyxyyxx    оскільки 222  yxz , маємо .4w   
Отже, образом кола 2z  є коло радіуса 4 з центром у початку координат. 
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 w  
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                 v           2zw  














 z , 3z  буде область  
2
arg0   ,9

 ww   (рис. 18). 
5) Оскільки ,Re),( 22 yxwyxu   а ,1Cu   то 
1
22 Cyx  . Останнє рівняння визначає сім’ю гіпербол з 
віссю симетрії Ох. 
Аналогічно для xyzyxv 2Im),(  , якщо 2Cv  , маємо 
22 Cxy  . Це рівняння також визначає сім’ю гіпербол, вісь 
симетрії яких − пряма .xy   (рис. 19). ► 
  
                y     
                               
22 Cxy   
                                  
                             
 
                                        x  
                   
1
















, якщо ,0)(    0    таке, що для всіх точок із  -окола 
точки 0z  відповідні точки )(zfw   лежать в  -околі точки 0w . 
Однозначну функцію )(zfw  , яка визначена в точці 0z  та її околі, називають 






. Функцію )(zfw   називають 
неперервною в області, якщо вона неперервна в кожній точці цієї області. 
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Елементарні функції комплексної змінної 
 
,)( nn iyxz   (n  − ціле);                                            (17) 





















































z                                               (22) 
Функції zze z sh  ,ch  ,  є періодичними з основним періодом i2     
.sh)2(sh  ,ch)2(ch  ,2 zizzizee ziz   
Функції zz cth  ,th  періодичні з основним періодом i     
.cth)(cth  ,th)(th zizziz   
Основний період функцій zz sin  ,cos  становить 2 , а функцій zz ctg  ,tg  − .    







Натуральний логарифм числа z  визначають як обернена функція до 
експоненти:  ze z  Ln , тому  
),2(lnLn kiz                                                 (23) 
де ,...2,1,0  ,arg  ,  kzz  Головне значення логарифма .lnln  iz  
За допомогою логарифмічної функції визначають узагальнені показникову та 
степеневу функції для довільних комплексних   та :0a  
.   ;   LnLn zazz ezea                                                   (24) 
Обернені тригонометричні функції: 
   ; 1LnArccos  ; 1LnsinArc 22   zzizziziz                   (25) 
.Ln
2














                          (26) 
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Обернені гіперболічні функції: 

























z                          (28) 
Логарифм, обернені тригонометричні та гіперболічні функції є 



















z nn  де ).1( ... ,1  ,0  ,arg  ,  nkzz  
Докладніше про основні функції комплексної змінної можна знайти в [1-3, 5, 6]. 
 




























































i  б) ).32(ch i  
Розв’язування.  




















































































































































































Приклад 7.  Обчислити  a) );1(Ln i  б) .ii  
Розв’язування.  
а) За формулою (23)  























б) За формулами (24) та (23) 













































Приклад 8.  Обчислити  a) ;sinArc i  б) .2Arch   
Розв’язування.  
а) За формулами (25)  
   21Ln1LnsinArc 22  iiiii . 
Числа )21(   та )21(   − дійсні, перше додатне, а друге від’ємне. Тому 











































де ,...2,1,0 k  
б) За формулами (27)  
   .32Ln122Ln2Arch 2   
Обидва числа )32(   та )32(   − дійсні додатні. Тому 





























Приклад 9.  Знайти дійсну та уявну частини функцій ize 2  та ).1sin( iz  
Розв’язування.  
Покладемо iyxz  . 
Тоді 
).12sin()12cos( 22)12(2)(22   yieyeeee xxyixiiyxiz  
Звідси маємо 







































).1cos(sh)1sin(Im   ),1sin(ch)1sin(Re yxizyxiz  ► 
 
Завдання для самостійної роботи 
 
1. Визначити та побудувати на комплексній площині лінії, що задані 
рівняннями: 





;    
д) 521  zz  (Вказівка: скористатися означенням еліпса);  





 iz .  
2. Визначити множини точок, що задовольняють вказаним нерівностям, та 
побудувати їх на площин: 












Re ;    
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iz .  
3. Обчислити: 
).1(Arth   ;3Arch   ;Arsh   );1(Arctg   ;cosArc
   ;2sinArc   ;)43(   ;
2
1
   );3ln(   );51(Ln   ;
3
3ln   th;tg
   );32(sh   );6(ch   ;2sin   ;3
4
3











































4.  Розв’язати рівняння: 








 iz  
5. Знайти дійсну та уявну частини функцій: 
).21(   );2(   );1cos( 
   );75sin(   ;   ;  
1
   ;
3
21


















6. Знайти дійсну та уявну частини функцій 
).32Im(    ;
2
    ;
1








7. Знайти корені рівняння ,3sin z  що лежать всередині кола ,7z  та 
побудувати їх на комплексній площині. 
8.   Для відображенні 2zw   знайти образи ліній  а) ,4x   б) ,2y   в) . xy   
Знайти образ декартової сітки при такому відображенні. 




  знайти образи ліній 
а) ;1x   б) ;1 xy   в) ;222 xyx   
та прообрази ліній 
а) ;2u   б) .3v    





w  знайти образи ліній 
а) ;xy    б) ;2 xy   в) .1 z  
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4. Похідна функції комплексної змінної 
 
Поняття похідної функції комплексної змінної є аналогічним до поняття 
похідної функції дійсного аргументу. 
Надамо незалежній змінній iyxz   приросту yixz   та обчислимо 
відповідний приріст w  однозначної функції )(zfw  : 
).()( zfzzfw   
















така, що вона не залежить від способу наближення z  до 0, то цю границю 
називають похідною функції )(zfw   у точці z  і позначають )(zf  . При цьому 
функцію )(zfw   називають диференційованою в точці z . 
Зауважимо, що поняття границі, а отже і поняття похідної, застосовують тільки 
до однозначних функцій. За потреби продиференціювати багатозначну функцію, 
спочатку виділяють певну однозначну гілку і далі працюють лише з нею.  
Всі властивості і правила диференціювання функції дійсного аргументу 
виконуються і для комплексного випадку. Отже, зберігаються властивість лінійності 
диференціювання, правила диференціювання добутку, частки та складеної функції. 
Теорема Коші-Рімана.   
Для того щоб функція  
iyxzyxivyxuzfw     ),,(),()(  
була диференційована в точці iyxz  , необхідно і достатньо, щоб функції ),( yxu  
та ),( yxv  були диференційовані в точці ),( yx  та щоб у цій точці виконувались 
рівності 



















                                                         (29) 
Умови (26) називають умовами Коші-Рімана (Ейлера-Даламбера). 
Доведення теореми дивитися в [1, 5]. 
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                             (30) 
Однозначну функцію, диференційовану в кожній точці області, називають 
аналітичною (регулярною) в цій області. Докладніше про властивості аналітичних 
функцій читайте в [1-3, 5, 6]. 
Похідні елементарних функцій обчислюються за тими самими формулами, що і 




)(     ,
1
1
)(arcsin     ,
1
)(ln
,ch)sh(     ,sh)ch(     ,cos)(sin     ,sin)(cos



















Приклад 1.  Використовуючи умови Коші-Рімана, довести аналітичність 
функцій 2z  та  ze . 
Розв’язування. 
Покладемо .iyxz    
Тоді 














Обчислимо частинні похідні  














































Умови Коші-Рімана виконуються. Функція 2z  − аналітична. 
Аналогічно,  















Тоді частинні похідні  













































Умови Коші-Рімана виконуються, і функція ze  є також аналітичною. ► 





Виписати похідну, якщо вона існує. 
Розв’язування.  
Покладемо .iyxz    
Тоді 











Обчислимо частинні похідні  
































































































































































Умови Коші-Рімана виконуються при 0z  і функція 
z
1





























Приклад 3.  Знайти аналітичну функцію )(zfw  , якщо відома її дійсна 
частина .),( 22 yyxyxu   
Розв’язування.  
Оскільки функція )(zfw   аналітична, то  


















































 за y , отримаємо 
  ).(22),( xxydyxyxv    














)(212 xyy   
.1)(  x  
Тоді, проінтегрувавши за x , отримаємо ,)( Cxx   де С − комплексне число. 
Звідси   
  .2),( Cxxyyxv   
Остаточно 
,)2()()( 1
222 CizzCxxyiyyxzfw   
де С1 − комплексне число.► 
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Приклад 4.  Знайти аналітичну функцію )(zfw  , якщо відомо її уявна  
частина yxyxv 2),(  , причому  .1)1(  if  
Розв’язування.  
Із аналітичності функції )(zfw  маємо, що  










































Тоді з першої рівності отримаємо 
  ).(22),( yxdxyxu    













.1)(  y  
Тоді  ,)( Cyy   де С − деяке комплексне число. 
Отже,   
  .2),( Cyxyxu   
Остаточно 
,)2()2()2()( CziyxiCyxzfw   де С − комплексне число. 
З умови 1)1(  if  знайдемо число С: 
13)1)(2()1(  CiCiiif   .3iC   
Отже, .3)2()( izizfw  ► 
 
Завдання для самостійної роботи 
 
1.  Використовуючи умови Коші-Рімана, перевірити диференційованість 
заданих функцій та виписати похідні тих функцій, для яких вона існує. 





;   в) )2Re()1( izz  ;   г)  32 ize ;   д) .cos z    
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2.   Довести аналітичність заданих функцій 







;   в) zsin ;   г)  )1(ch z .  
3.  Перевірити аналітичність заданих функцій 
а) ize 
2






4. Знайти аналітичну функцію )(zfw  , якщо відома її дійсна частина  
а) )14(),(  xyyxu ; 
б) 23),( 23  xyxyxu ; 
в) yeyxu x cos2),(  ; 








 , якщо .1)( iif   
5. Знайти аналітичну функцію )(zfw  , якщо відома її уявна  частина  









в)  yxxyxv sinsh),(  ; 
г) 3355),( 22  yyxyxv , якщо iif 21)23(  ; 










5. Конформні відображення 
 
Нехай задано функцію )(zfw  , аналітичну в області D . Кожному значенню 
iyxz   відповідає значення ),(),( yxivyxuw  , тобто кожній точці ),( yx  на 
площині xOy  відповідає певна точка ),( vu  на площині uOv .  
Сукупність усіх таких точок ),( vu  на площині uOv  (область G ) називають 
образом області D .  
Відображення )(zfw   називають однолистним, якщо дві різні точки області 
D  переходять у дві різні точки області G .  
Якщо точка ),( yx  на площині xOy  описує деяку лінію   в області D , то точка 
),( vu  на площині uOv  опише лінію  . Лінію   називають відображенням лінії   на 
площину uOv  за допомогою аналітичної функції )(zfw  . 
 
Нехай на лінії   вибрано точку 
000 iyxz  , причому 0)( 0  zf , а l  − 
дотична до   в цій точці. Точці 0z  на   
відповідає точка 000 ivuw  . 
Проведемо до   дотичну L  у цій точці. 
Кут повороту напряму дотичної l , так 
щоб він збігався з напрямом дотичної L , 
позначимо через   (рис. 20). 
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Кут  , на який необхідно повернути напрям дотичної в точці 0z  до будь-якої 
кривої, що проходить через цю точку, для того, щоб отримати напрям дотичної у 
відповідній точці 0w  до образу кривої для відображення )(zfw  , дорівнює 
аргументу похідної функції )(zf  у точці 0z  )0)(( 0  zf : 
)(arg 0zf  .                                                       (31) 
При цьому якщо 0)(arg 0  zf , то поворот проводять проти годинникової 
стрілки, якщо 0)(arg 0  zf , то за годинниковою стрілкою. 
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Якщо через точку провести дві криві 
( 1 , 2 ), що мають дотичні в цій точці, то 
напрями дотичних до образів цих кривих 
( 1 , 2 ) отримують поворотом дотичних 
до самих кривих на один і той самий кут, 
тому кут між дотичними не змінюється 
(рис. 21). 
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Нехай   − крива, що з’єднує точки 0z  та zz 0 , під дією відображення )(zfw   
перейшла в криву  , що об’єднує точки 0w  





 показує, у якому 
відношенні змінюється відстань між точками 
0z  та zz 0  при відображенні (рис. 22). 
Отже,  
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0 lim)(                                                    (32) 
є коефіцієнтом розтягнення (стискання) в точці 0z  для відображенні )(zfw  .  
Якщо 1)( 0  zf , то в достатньо малому околі точки відстань між точками під 
час відображення збільшується, а якщо 1)( 0  zf , то зменшується. Оскільки 
похідна )( 0zf   не залежить від способу прямування zz 0  до 0z , то коефіцієнт 
розтягнення у цій точці сталий, тобто незмінний в усіх напрямках. 
Однолистне відображення )(zfw   називають конформним у точці z  
довільної кривої, що проходить через цю точку, якщо ,zf,zf 0)(  )(   тобто кут, 
на який повертається крива в точці z  ( )(arg zf  ), та  коефіцієнт розтягнення 
( )(zf  ) у цій точці не залежать від вигляду та напряму кривої. 
Відображення )(zfw   називають конформним в області, якщо воно 
конформне в кожній точці цієї області. При цьому для конформності в області 
достатньо, щоб функція )(zfw   була там аналітичною, а її похідна не оберталася в 
нуль.  
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Приклад 1.  Описати геометричний сенс відображень 
а)  ;bzw     б)  ;zew i    в)  ;zw     г)  ,bazw   
де ba   ,  − комплексні числа ( 0a ), а    ,  − дійсні числа ( 0 ). 
Розв’язування.  
а) Оскільки додавання комплексних чисел можна 
розглядати як додавання векторів, то для відображення 
bzw   кожна точка z  паралельно переноситься в точку w  за 
допомогою вектора зсуву, що зображає число b  (рис. 23). 
б)  Оскільки у відображенні zew i  коефіцієнт перед z  − 
це таке комплексне число, що   ii ee arg  ,1 , то за 
правилом множення комплексних чисел  точка z  перейде в 
точку w  поворотом її радіус вектора навколо початку 
координат на кут   (рис. 24) 
в) Оскільки при відображення zw   за правилом 
множення комплексних чисел маємо |,| zw   zw argarg  , то 
за другою рівністю точки z  та w  лежать на одному промені,  
що   виходить  із   початку   координат,  але  з  першої   рівності 
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Рис. 24 
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Рис. 25 
маємо, що відношення відстані точки w  до початку координат до відстані точки z  
до початку координат стале й дорівнює  . 
Отже, відображення zw   є перетворенням подібності з центром у початку 
координат і коефіцієнтом   (рис. 25). 
г)  Запишемо комплексне число a  в показниковій 
формі iea  , тоді функцію bazw   можна переписати у 
вигляді  bzew i   .  
Тоді відображення w  можна розбити на два 
послідовних: zew i1  та bww  1 . 
Під час першого відображення вектор повертається на 
кут   та змінюється по довжині в   разів, під час другого − 
точка az  паралельно переноситься на вектор b  (рис. 26). ► 
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Приклад 2.  Для відображення zzw 22   знайти 
а) кут повороту та коефіцієнт розтягнення (стискання) в точці iz 1 ; 
б) яка частина простору розтягується, а яка стискається при відображенні; 
в) у яких точках порушується конформність відображення. 
Розв’язування.  
а) Функція zzw 22   аналітична і 22  zw .  
Тоді за формулою (31) кут повороту 
2
1
)24arg()2)1(2arg()1(arg arctgiiiw  , 
а за формулою (32) 
.2024)1(  iiwk  
Оскільки 1k , то 20k  є коефіцієнтом розтягнення в заданій точці. 
б) Розглянемо коефіцієнт розтягнення (стискання)  
22)(  zzwk . 
Для тих точок в яких відбувається розтягнення виконується умова 1k , отже, 
122 z , тобто 
2
1
1 z . 
Звідси маємо, що в точках всередині кола 
2
1
1 z  при відображенні 
відбувається стискання, а зовні цього кола − розтягнення. 
в) Оскільки функція zzw 22   аналітична в усіх точках простору, то 
конформність порушується лише в тих точках, у яких похідна функції дорівнює 
нулю, тобто коли  
022 z , 
а це точка 1z .► 
 
  
Приклад 3.  Знайти область в яку перейде квадрат, визначений нерівностями 
10  ,10  yx , при відображенні 2zw  . 
Розв’язування.  
Маємо xyiyxiyxzw 2)( 2222      xyvyxu 2  ,22  . 
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Знайдемо відображення вершин квадрата. Точка 
А(0, 1) перейде в точку А1(−1, 0), С(1, 1) в С1(0, 2), 
В(1, 0) в В1(1, 0), а О(0, 0) в О1(0, 0). 
Тепер знайдемо відображення сторін квадрата: 
ОВ: 0y   0  ,2  vxu , тобто 0  ,10  vu  − 
відрізок О1В1 осі абсцис О1u ; 
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ОА: 0x   0  ,2  vyu , тобто 0  ,01  vu  − відрізок А1О1 осі О1u ;  





u  − дуга параболи, що 
з’єднує точки А1(−1, 0) та С1(0, 2); 




u   − дуга параболи, що з’єднує точки 
В1(1, 0) та С1(0, 2) (рис. 27). ► 
Припустимо, що площини xOy  та uOv  співпали. Нерухомою точкою 
відображення )(zfw   називають таку точку, для якої zw  . 
  
Приклад 4.  Знайти лінійне відображення з нерухомою точкою iz 20  , що 
переводить точку 1z  у точку iw 1 . 
Розв’язування.  
За означенням нерухомої точки, для лінійного відображення bazw   маємо 













 а оскільки точка 1z  відображається в точку iw 1 , то 
bai 1 . 






























Вивчення конформних відображень зводиться до роз’язування таких задач:  
− для заданої аналітичної функції дослідити, у яку область на площині uOv  
відобразиться задана область на площині xOy  (пряма задача); 
− побудувати функцію, для якої область на площині xOy  конформно 
відобразиться в задану область на площині uOv (обернена задача). 
Розглянемо деякі конформні відображення. 
І. Дробово-лінійна функція. 








  конформно відображає 
площину  xOy  на площину uOv , при цьому 










z   відображається в w ; 
2)  кожна пряма та кожне коло площини xOy  відображається в пряму або коло 
площини uOv ; 
3) будь-яка пара симетричних відносно прямої або кола   точок переходить у 
симетричну відносно образа   пару точок (симетричними відносно кола точками 
називають такі, що лежать на одному промені з початком у центрі кола, а добуток 
довжин радіус-векторів цих точок із початком у центрі кола дорівнює квадрату 
радіуса кола); 
4) існує єдине дробно-лінійне відображення таке, що переводить три задані 



























                                           (33) 
Якщо одна з точок kz  або kw  є нескінченно віддаленою, то у формулі (33) 
різниці, в які входять ці точки, заміняються на одиниці, наприклад, при 1z , 



















 .  
Розв’язування. 


























































 21  
переводить область зовні кола 1Raz   на область всередині кола 2Rbw  .► 
Приклад 7.  Знайти відображення, яке переводить одиничний круг 1z  на 
одиничний круг 1w  за умови ,0)( 0 zf  де 0z  деяка точка всередині кола 1z . 
Розв’язування. 
Оскільки точка 0z  переходить у центр круга, то точка 

0z , симетрична 0z  
відносно кола 1z , перейде в точку симетричну 0w  відносно кола 1w , тобто в 
w . Точки 0z  та 

0z  лежать на одному промені, отже, 
 00 argarg zz . А з умови 
симетричності відносно кола отримаємо 100 




































































де k  та 1k  − деякі комплексні сталі. Оскільки точки кола 1z  переходять у точки 


























Отже,  iek1 , де   − деяке дійсне число, 
яке геометрично визначає поворот круга 1w  
навколо початку координат на кут  .  
 
                  0z  
  
 
             z                          w  
Рис. 28 
На рисунку 28 зображено сітку, конформно-еквівалентну сітці полярних 
координат круга 1w , звідки маємо, що відображення деформує внутрішню 
область і границю круга 1z .► 
Приклад 8.  Знайти відображення, яке переводить одиничний круг 1z  на 
півплощину 0Im w , за умови .0)(   ,)0(  ifif  
Розв’язування. 
За властивістю 3), для шуканого відображення точка z , симетрична з 
точкою 0z  відносно кола 1z , перейде в точку iw  , симетричну з точкою 
iw  відносно дійсної вісі.  









На рисунку 29 зображено як кола rz   та 
промені constz arg  відображаються в свої 
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ІІ. Степенева функція. 
Степенева функція nzzw )( 0 , де 2n  − 
деяке ціле число, відображає взаємо однозначно 










з  вершиною  в  точці  0z   на  внутрішню  частину 
  z                                           w  
  
                                     n  
   0z                                           n     
     
 
Рис. 30 
кута величини n  з вершиною в початку координат. 
 
Зауваження. 1) Нехай область D  площини xOy  однозв’язна і 






 є необхідною і достатньою умовою однолистності, тобто, 
властивості, щоб двом різним точкам області D  відповідали дві різні точки 
площини uOv .  
2) Відображення  nzw   конформне скрізь, крім точок 0z  та z , де воно 
збільшує кути в n  разів. 
 
Приклад 9.  Знайти область в яку переводить півплощину 0Im z  
відображення 2zw  .  
Розв’язування. 
Нехай  iez , тоді  irezw 2 , де 
 2  ,2r .  
У півплощині кут   змінюється від 0 
до  . Задане відображення переводить 
півплощину  на  кут  зі  сторонами  0  та  
  z       y                               v            w  
 
                                                               u  
  




 2 . Промені 0  перетворяться в промені 02 , а кола радіуса 0  в кола 
радіуса 20 . 
В результаті маємо відображення півплощини на область, яку можна отримати 
із площини вирізанням невід’ємної частини дійсної вісі. ► 
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Приклад 10.  Знайти відображення, яке переводить верхній одиничний півкруг 
1z , 0Im z  на півплощину 0Im w . 
Розв’язування. 
Границя півкруга складається з 
відрізка дійсної вісі ( 1Re1  z ) і дуги 
кола ( 0Im  ,1  zz ), які перетинаються в   
точках   1z    під   прямим    кутом.  
 





  −1      0            1 
 
Рис. 32 








p  відображає точку 1z  в p , а точку 1z  
в 0p , отже, задана область відобразиться в кут між двома перпендикулярними 
променями з вершиною в початку координат (рис. 32). 
Повернемо цей кут на 90  за годинниковою стрілкою відображенням ip , а 
функція 2)(ipw   відобразить його на верхню півплощину. 






























 відображає взаємно однозначно та 
конформно як внутрішню, так і зовнішню частини одиничного круга 1z  на 
зовнішню частину відрізка 0Im   ,1Re  ww . 
При цьому відображенні кожне 
коло 1 rz  перейде в еліпс з 


























кола  1 Rz   в  еліпси  з  центром  у  
      
   z        В                              w      
                    
                     (2)                                         (1) 
                 (1) 
                                                                                       (2) 
                                                                                               D 
































 (рис. 33). 
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Приклад 11.  Знайти область, на яку функція Жуковського відображає: 

















1) Функція Жуковського відображає коло 
1z  на відрізок ]1,1[ , який будемо пробігати 































  ,1)1( ww .   Отже,   внутрішня   частина  
 
  z                            w      
 



















  ,11,1  (рис. 34). 











 ww  












w  до w  і від w  до 1w . 
  












 ,  
та ] ,1[]1,1[   (рис. 35).► 
 
Завдання для самостійної роботи 
 




w   zzw 423   знайти 
а) кут повороту та коефіцієнт розтягнення (стискання) в точці iz  2 ; 
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б) яка частина простору розтягується, а яка стискається при відображенні; 
в) в яких точках порушується конформність відображення. 
2. Знайти область, в яку перейде коло 1z  при відображенні 12  zw . 
3. Показати, що кут між прямими 1y  та  1 xy  не зміниться при 
відображення )1()1( iziw  . 
4. Знайти лінійне відображення з нерухомою точкою iz 10 , що переводить 
точку iz  2  в точку iw . 
5. В яких точках порушується конформність відображень ,cos1 zw   izzw 
6
2 ? 
6.  Знайти дробово-лінійну функцію, яка відображає одиничний круг 1z  в 
круг 3 iw , за умови .3)1(   ,4)(   ,3)1( iwiiwiw   
7. Знайти дробово-лінійну функцію, яка відображає півплощину 0Im z  на 
півплощину 0Re w , за умови .)1(   ,)0(   ,0)(  wiww  
8.  Знайти дробово-лінійну функцію, яка відображає півплощину 0Re z  в круг 
1w , за умови .1)(   ,)0(   ,1)(  iwiwiw  
9. Знайти дробово-лінійну функцію, яка відображає одиничний круг 1 iz  в 















 z  на 
півплощину 0Im w . 










 w . 
12.  Знайти область, на яку функція Жуковського відображає півкруг 
0Im  ,1  zz . 
13. Використовуючи функцію Жуковського, знайти функції, які відображають 
на верхню півплощину області: 1) ;0Im  ,11  zz   2) 0Im  ,12  zz . 
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6. Інтегрування функцій комплексної  змінної 
 
Нехай задано деяку гладку (кусково-гладку) орієнтовану криву   і функцію 
комплексної змінної )(zfw  , неперервну на цій кривій.  
Розглянемо дугу кривої   з початком у 
точці 0z  і кінцем у точці z . Розділимо цю дугу 
на n  частин довільними точками ..., , , , 210 zzz  
zzz nn    ,1  (рис. 36). 
Всередині кожної дуги kk zz 1 , 
, ..., ,2 ,1 nk   виберемо по одній точці .k  
Отримаємо набір точок .  ,  ...,  ,  , 121 nn    
Складемо інтегральну суму 
               
  y   
  
                                  
                               
                                                                
 
       
 
   0                                                           x  









kknnnnnn zfzzfzzfzzfzzf  
Позначимо через   максимальну із довжин kk zz 1 , . ..., ,2 ,1 nk   
Інтегралом функції )(zfw   вздовж дуги кривої Г називають границю 








kk zfdzzf  
Якщо ),,(),()( yxivyxuzf   то інтеграл 

dzzf )(  зводиться до двох 
криволінійних інтегралів від дійсних функцій 
.),(),(),(),()( 

 dyyxudxyxvidyyxvdxyxudzzf                      (34) 
При цьому можна використовувати всі властивості та способи обчислення 
криволінійних інтегралів ІІ-го роду.  
Якщо   − кусково-гладка лінія, яка складається з гладких частин m   ...,  ,  , 21 , 









Теорема Коші для однозв’язної області. 
Як  наслідок  цієї  теореми  маємо,  що  інтеграл  від  аналітичної  функції   )(zf   
 
Тоді для аналітичної в однозв’язній області функції інтеграл вздовж довільної 







  де ),()( zfzF                                (35) 
що є повним аналогом формули Ньютона-Лейбниця для визначеного інтеграла. 
 
Теорема Коші для багатозв’язної області. 
Якщо функція )(zf  аналітична в деякій 
однозв’язній області, то інтеграл від )(zf  вздовж будь-





Доведення дивіться наприклад в [1]. 
    
                               D  
 




вздовж будь-якої незамкненої лінії, що повністю 
лежить в області D  та об’єднує дві задані точки 






 dzzfdzzf  
    
                             D  
        1  




Якщо функція )(zf  аналітична в деякій багатозв’язній 
замкненій області D , що обмежена замкненими 









Доведення можна знайти в [1]. 
  
    
                          1C                  
                       D      nC  
           2C                 







































































Приклад 2.  Обчислити інтеграл 
AB
dzzz Im , де АВ − відрізок прямої, що з’єднує 
точки .21   ,2 iziz AB   
Розв’язування.  
Знайдемо дійсну та уявну частини підінтегральної функції 
iyxyiyxyiyxiyxzz 2)()Im()(Im      .),(   ,),( 2yyxvxyyxu   
Запишемо рівняння прямої, що з’єднує точки iziz AB 21   ,2  , 










     ,1 xy  для  .12  x  





























Приклад 3.  Обчислити інтеграл 

dzzf )( , де iyxzf 2)(  , а Г − дуга кривої 











































































  ► 
Приклад 4.  Обчислити інтеграл 







лежить у першій чверті. 
Розв’язування.  
Дійсна та уявна частини підінтегральної функції будуть .0),(   ,),(  yxvyyxu  
Розглянемо задану криву   в параметричному вигляді, покладаючи 
.
2










































































Приклад 5. Обчислити інтеграл 











Для обчислення зручно використовувати показникову форму комплексного 
числа. Покладемо , iez  тоді, на заданому колі ( 2 z ), маємо ,2  iez  












































































7. Інтегральна формула Коші. 
   
Нехай функція )(zfw   − аналітична в однозв’язній області D , що обмежена 
замкненою кривою С. Тоді для будь-якої точки 0z  із області D  справедливі 









































                                        (36) 
Інтеграли в правій частині формул (36) називають інтегралами Коші. 
Формули (36) часто використовують для обчислення інтегралів за замкненими 
контурами (рис. 40). Для цього формули (30) зручно переписати у вигляді 
 
          С 





































                       (38) 
 Більш докладніше дивіться в [1-3, 5, 6]. 
 











За формулою (37), при 10 z   і 
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                        10 z  
















Знаменник підінтегральної функції обертається в нуль у 
двох точках iz 10  та 21 z , але всередині кола 21 z  
лежить лише 0z . 
  
   
             у 
 
 
     2
1
z       iz 10   








































































Знаменник підінтегральної функції обертається в нуль 
у двох точках iz 20   та iz 21  , причому обидві лежать  
всередині кола 4z . Для того, щоб застосувати формулу 








 через два 
дроби методом невизначених коефіцієнтів: 
  
                   у 
 
                  iz 2
0
  
    
 
    −4                       4   х 










































Тоді, за формулою (37),  

























.022)2(2  ichich ► 


































              у 
  
              i2  
    
                   iz 
0
 
     
                                  х 
                   
Рис. 44 
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Знаменник підінтегральної функції обертається в нуль у 
двох точках 00 z  та 11 z , причому обидві лежать  всередині 
кола 2z .  
  
              
             у 
 
                   
             0
0
z        х 
−2                   1
1
z     2   
                   
 
Рис. 45 























































































Завдання для самостійної роботи 
 
 
1. Обчислити інтеграли безпосереднім інтегруванням 






















2. Обчислити інтеграл 

zdzRe , якщо Г − лінія, що з’єднує точки iz  11  та 
:422 iz   
а) пряма; 
б) парабола 2xy  ; 
в) ламана 231 zzz , де iz  33 . 
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3. Обчислити інтеграл 

dzzf )( , де )3()()( xyixyxzf  , за лініями, які 
задано параметрично  




























4. Обчислити інтеграл ,





 z  
5. Обчислити інтеграл ,5






 z  















7. Обчислити інтеграли, користуючись інтегральними формулами Коші: 























                



















    















































           












































































8. Степеневі ряди з комплексними членами. 
 













n zzczzczzczzcc              (39) 
де z  − комплексна змінна, а 0  , ncn  (коефіцієнти ряду) та 0z  (центр ряду) − деякі 
комплексні числа. Точки z , у яких ряд збігається, утворюють область збіжності 
даного ряду. 
Для кожного степеневого ряду існує круг з центром у точці 0z , всередині якого 
степеневий ряд (39) збігається, а зовні розбігається. На границі круга ряд (39) може 
як збігатися, так і розбігатися. Такий круг Rzz  0  називають кругом збіжності, а 
його радіус R − радіусом збіжності степеневого ряду. Надалі будемо називати 
область збіжності кругом збіжності. 









n zzczS  є аналітичною функцією. 

















                                                 (40) 
































                       (41) 
є зовнішня частина круга з центром у точці 0z  і деяким радіусом r , який можна 







































 є перетин кругів збіжності 
кожного з рядів: Rzzr  0  (рис. 46). На границі кругів ряд 
може як збігатися, так і розбігатися. 
 
          R  
               
                   r  
 
   
Рис. 46 
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 тому за 



























































 область збіжності .12  iz  























 буде збігатися в кільці  
.221  iz ► 







































Тому область збіжності  це вся комплексна площина. ► 
 
Завдання для самостійної роботи 
 





























































9. Розвинення аналітичної функції у степеневий ряд. 
 
Функція )(zf , аналітична в деякому околі точки 0z , однозначно можна 






























































         (41) 
Радіус збіжності цього ряду дорівнює відстані від точки 0z  до найближчої точки, де 
порушується аналітичність функції )(zf . 







































fzf             (42) 
В цьому випадку кажуть, що функцію розвинено в ряд Маклорена. 
Ряди Тейлора та Маклорена для функцій комплексної змінної аналогічні  
відомим для функцій дійсної змінної. Звідси легко отримати розвинення для 
елементарних функцій: 



































































Ряди Тейлора (Маклорена) можна почленно диференціювати, при цьому круг 



































Приклад 1.  Знайти декілька перших членів розвинення функції tgzzf )(  у 
ряд Маклорена. Визначити круг збіжності. 
Розв’язування.  
























































































































2 53  zzztgz  
Найближчими до 0z  точками, де порушується аналітичність функції 
tgzzf )(  є точки 
2






Приклад 2.  Зобразити функцію ize 2  у вигляді ряду за степенями ).1( iz    
Розв’язування.  
Перепишемо задану функцію в іншому вигляді, виділивши вираз )1( iz  : 
.)1(232)1(2)1(2)11(22 iziiiiziiiziz eeeeee    












































Кругом збіжності такого ряду буде ,1  iz  тобто  .z ► 
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10. Ряд Лорана. 
 
Ряд Лорана є узагальненням поняття степеневого ряду. У загальному вигляді 
він містить члени як з невід’ємними цілими, так і з від’ємними цілими степенями 
дужки ).( 0zz   
Будь-яка функція )(zf , однозначна та аналітична всередині кругового кільця 

























































, ...); ,2 ,1 ,0( n  С − довільний замкнений контур, що 
лежить всередині кільця і містить точку 0z .  


























n zzc  з областю збіжності Rzz  0  називають правильною частиною 









 з областю збіжності rzz  0  називають головною 
частиною ряду Лорана.  
Варто зауважити, що всередині області збіжності ряд Лорана можна почленно 
диференціювати. 
Докладніше про властивості рядів Лорана читайте в [1-3, 5,6]. 
Зауваження. Під час розв’язування прикладів доцільно представляти задану 
функцію )(zf  у вигляді суми функцій )(1 zf  та )(2 zf , одна з яких має розвинення за 
додатними степенями )( 0zz  , а інша  − за від’ємними. 
При розвиненні в ряд Лорана дробово-раціональних функцій часто 













                              (44) 
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 за степенями z  в областях: 
а) 2z ,  б)  z2 . 
Розв’язування.  















































































































































області 2z .► 
 




 в околі точки 1z . 
Розв’язування.  





































 у вигляді ряду Тейлора за допомогою 
формули (44) за степенями )1( z  




























































причому  кругом збіжності цього ряду такожє область .11 z ► 




 у ряд за степенями 
).( iz   
Розв’язування.  













Перший множник вже представляє собою степінь вираза )( iz  , тому  
розглянемо лише другий дріб.  









































































   ,1
2
































































Областю збіжності цього ряду буде .2 iz ► 





 у ряд за 
степенями .z  
Розв’язування.  





















Кожен доданок можна розкласти двома способами: 














































































































































































































































































     область збіжності ;21  
,2
 ,1












































      область збіжності .O
,2
 ,1











Область збіжності не містить жодних точок, тому 
розвинення ІV сенсу не має. 
 
 
                       1   2 
 
 
Відповідь:   


























 ;1z  

















 ;2z  
























.21  z ► 




cos3  у вигляді ряду за степенями .z  
Розв’язування.  

























































































Завдання для самостійної роботи 
 
1. Знайти п’ять перших членів розвинення функції )(zf  у ряд Маклорена. 
Визначити круг збіжності. 












     г)  .)( 2zchzf   
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2. Зобразити функцію )(zf  у вигляді ряду за степенями )( 0zz  , 
використовуючи формули розвинення в ряд Маклорена. 
а) ;1    ,)( 0
123 izezf iz                    б)  ;    ,cos)( 0 izzzf   
в)  ;1    ),1sin()( 0 izzzzf             г)  .2    ,2)( 0 izzshzf   
3. Розвинути функцію )(zf  в околі точки :0zz   













4. Знайти всі можливі розвинення функції )(zf  у ряд за степенями :)( 0zz   































5. Знайти всі можливі розвинення функції )(zf  у ряд за степенями :)( 0zz   
































6. Представити функцію )(zf  у вигляді ряду за степенями :)( 0zz   























11. Нулі та особливі точки функції комплексної змінної. 
 
Точку 0z  називають нулем порядку n  аналітичної функції )(zf , якщо 





 zfzfzfzfzf nn  
Функція )(zf , аналітична в околі точки 0z , має в цій точці нуль n -того порядку 
тоді й лише тоді, коли функція може бути представлена у вигляді 
),()()( 0 zzzzf
n  
де функція )(z  аналітична в околі точки 0z  і 0)( 0  z . 
 
Приклад 1.  Знайти нулі заданих функцій. 
а)  ;)8)(2( 23  zz    б)  ;7sin z    в)  z2tg . 
Розв’язування.  
а)  Оскільки   
22322323 )31()31()2()42()2()8)(2( izizzzzzzz  , 
то 



















Звідси маємо три нулі функції: 
21 z  − нуль порядку 3; 
312 iz   − нуль порядку 2; 
313 iz   − нуль порядку 2. 
б)  Функція z7cos  обертається в нуль у точках  

























, то функція z7cos  має в 








zk  однократні (прості) нулі. 
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 , то функція має нулі там, де обертається в нуль 
чисельник. Але функція z2sin  має нулі в точках kzk  ,  ...  ,2  ,1  ,0 k , причому 
двократні.  Потрібно відмітити, що нулі чисельника не співпадають з нулями 
знаменника. 
Отже, функція ztg2  має нулі 2-го порядку в точках kzk  ,  ...  ,2  ,1  ,0 k .► 
 
Точку 0z  називають ізольованою особливою точкою функції )(zf , якщо 
функція )(zf  однозначна та аналітична в околі цієї точки, за виключенням самої 
точки 0z . Точку, що не є ізольованою особливою називають правильною. 
Розглянемо класифікацію ізольованих особливих точок. 







При цьому ряд Лорана функції )(zf  в околі цієї особливої точки не містить 








n zzczf .  
В околі усувної особливої точки 0z  функція )(zf  обмежена і може бути 
представлена у вигляді )()()( 0 zzzzf
m , де 0m  − ціле число, а 0)( 0  z . 
Якщо функція не визначена в усувній особливій точці 0z , то її можна 
довизначити, поклавши 00)( czf  . Якщо початкове значення функції у цій точці 
було відмінне від 0c , то можна його замінити на 00)( czf  . Так  визначена функція 
)(zf  буде аналітичною в околі точки 0z , включаючи саму точку 0z . 







Ряд Лорана функції )(zf  в околі цієї особливої точки містить скінченне число  



































При цьому число m  визначає порядок полюса. Тоді кажуть, що 0z  − полюс порядку 
m  функції )(zf . 
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zf   має в 
точці 0z  полюс m -того порядку. 
Полюс першого порядку називають простим. 




 не існує. 
Ряд Лорана функції )(zf  в околі істотно особливої точки містить нескінченне 







n zzczf  
причому серед },{ Nncn  є нескінченна кількість ненульових коефіцієнтів. 
 
Приклад 2.  Знайти ізольовані особливі точки заданих функцій та визначити їх 




;     б) 
z
tgz




















Оскільки чисельник є аналітичною функцією, а знаменник обертається в нуль у 













 ( 1xe ~ x , 0x ). 
Тому 0z  − усувна особлива точка. 















































, ...).  ,2  ,1  ,0( k  




, ...,  ,2  ,1  ,0 k  − полюси. 


















, ...,  ,2  ,1  ,0 k  − прості полюси. 






















Тоді  особливими точками функції будуть нулі знаменника: 0z  (однократний) 










































то маємо, що 0z  − простий полюс,  а 1z  − полюс 2-го порядку. 
г) Особливою ізольованою точкою функції 
2
1
ze  є 0z . 
Дослідимо поведінку функції при 0z . Розглянемо два з можливих шляхів 
наближення до 0z  − по дійсній та по уявній осях координат. 







































 не існує (ані скінченна, ані нескінченна).  





Дослідження границі часто буває нетривіальним, тому існує інший спосіб 
встановити характер ізольованої особливої  точки − за допомогою розвинення в ряд 


















Оскільки ряд Лорана містить нескінченне число  членів з від’ємними степенями 
z  в околі точки 0z , то ця точка є істотно особливою для заданої функції. 
Нескінченно віддалена точка комплексної площини z  є ізольованою 
особливою точкою однозначної аналітичної функції  )(zf , якщо існує таке число R , 
що зовні кола Rz   функція не має скінченних особливих точок. Функцію )(zf  у 
кільці  zR  можна представити у вигляді збіжного ряду Лорана.  





















 і ряд Лорана  містить 






nzczf )( . 
3. Точку z  називають істотно особливою, якщо )(lim zf
z 
 не існує і ряд 







nzczf )( . 


















;     в) ze . 
Розв’язування.  












. Тому z   усувна особлива точка. 










. Тому z   полюс. 
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z можна розглядати 
як ряд Лорана для функції ze  в околі z . Цей розклад містить нескінченне число 
членів з додатними степенями z , тому  z   істотно особлива точка. 
 
 
Завдання для самостійної роботи 
 
1. Знайти ізольовані особливі точки заданих функцій та визначити їх тип, а у 






;   б) 
z
z5sin











e ;   е) 
13 z
z


















































;      б) 
z
zsin

























Нехай задано однозначну функцію )(zf . Якщо точка 0zz   є правильною або 
ізольованою особливою точкою цієї функції, то можна вибрати замкнений контур С, 
взятий у додатному напрямі, такий, що містить у собі точку 0zz  , і такий, що 
всередині контуру (за виключенням, можливо, точки 0z ) та на самому контурі  























.                                              (45) 
 У випадку правильної точки 0z  за теоремою Коші для однозв’язної області 







Якщо ж 0z  ізольована особлива точка, то інтеграл (45) збігається з формулою 




 у розвиненні функції )(zf  у ряд Лорана в 
околі точки 0zz  . 


















.                               (46) 
 
При обчисленні лишків часто користуються наступними властивостями. 
1.  Лишок в усувній особливій точці дорівнює нулю. 







.                                       (47) 
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 , де функції )(z  та )(z  













.                                                  (48) 





















.                           (49) 
5. Якщо )(zf  аналітична скрізь на площині за виключенням скінченного числа 
особливих точок ,,...,2,1  , mkzz k   та z , то сума лишків у всіх точках, 









.                                           (50) 
Доведення формул (47)-(49) дивіться в [1,2,5]. 
 
Приклад 1.  Обчислити лишки в кожній зі скінченних ізольованих особливих 


















 має в точці 00 z  усувну особливу точку, а в 11 z  − 
простий полюс. 






















































 має в точці iz 0  простий полюс, а в 01 z  − 
полюс 2-го порядку. 




























































 kkzk  . Лишки в 
точках kz  знайдемо за формулою (48) 

























г)  Функція zez
1
3  має істотно особливу точку в 0z .  Для обчислення лишку 


























































































Завдання для самостійної роботи 
 



















;     








































;              ї) 




13. Застосування теорії лишків  
до інтегрування функцій комплексної  змінної . 
 
Основна теорема про лишки 
Якщо функція )(zf  аналітична в деякій області D , за виключенням 
скінченного числа особливих точок mzzz   ...,  ,  , 21 , що лежать всередині області, то 
інтеграл від функції за контуром C , що обмежує область D , дорівнює сумі лишків 








 .                                            (51) 
З доведенням та наслідками можна ознайомитись в [1, 5]. 
Ця теорема дозволяє обчислювати інтеграли за замкненим контуром від 
функцій комплексної змінної, не використовуючи первісні, криволінійні інтеграли 
та формули Коші. 
 










Особливими точками підінтегральної функції є розв’язки рівняння  092z  
iz 31   та iz 32  . Ці точки є простими полюсами функції і розташовані в крузі 
4z .  




































































































































































Особливими точками підінтегральної функції є 01 z , iz 2  та 33 z . Ці 
точки є простими полюсами функції, але в крузі 2z  розташовані лише 1z  та 2z . 
















































































































































Точка z  є полюсом 3-го порядку для підінтегральної функції і лежить в 

















































































































Для підінтегральної функції точка iz   є істотно особливою. Знайдемо лишок у 








































































































Завдання для самостійної роботи 
 








































































































14. Обчислення деяких інтегралів від дійсних функцій  





)cos,(sin dtttR  
Якщо )cos,(sin ttR  − раціональна функція від ,cos   ,sin tt  неперервна для 
 20 t  (або  2t ), то для обчислення інтегралу вводять комплексну 




 .  
При цьому область інтегрування ]2 ,0[   відображується в коло 


















































































                     (52) 
Інтеграл у правій частині можна знайти за допомогою основної теореми про 
лишки. 
 





















































































Точка 5,0z  є простим полюсом для підінтегральної функції і лежить в крузі 
























































































n  де )(tPn та  )(tQm  − многочлени степеня  n  та mnm 1  , . 







аналітична на дійсній вісі й у верхній півплощині ( 0Im z ), за виключенням 



























.                                        (53) 
 















. Вона аналітична на дійсній вісі й у всій 
площині, за виключенням точок iziz  21   ,  (полюси 2-го порядку), iziz 2  ,2 43   
(прості полюси). Розглянемо лише ті полюси, що належать верхній півплощині − 
iz 1  та iz 23  . 
























































































































































tdttR    ,sin)(


tdttR   
       де )(tR  − правильний раціональний дріб і 0 . 




 dtetR ti)(  

























dtetRtdttR ti  
Якщо після заміни дійсної змінної t  на комплексну z  функція )(zR  аналітична 
на дійсній вісі й у верхній півплощині, за виключенням скінченного числа 





















































                                 (55) 
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. Вона має дві особливі точки − прості полюси 
iziz  21   , ,  але у верхній півплощині лежить лише одна: iz 1 . Обчислимо 






















































































































































































Завдання для самостійної роботи 
 

























































































Індивідуальні завдання для самостійної роботи 
 
Завдання 1. Знайти дійсну та уявну частини комплексного числа, побудувати його 
на комплексній площині. 























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Завдання 2. Знайти всі значення коренів та  побудувати їх. 
1.   5 44 i . 
2.    4 122 i . 
3.     3 327 i . 
4.     3 33 i . 
5.     6 i . 
6.     5 64 . 
7.    6 22 i . 
8.     4 122 i . 
9.     3 327 i . 
10.    7 128 . 
11.    5 32i . 
12.    4 55 i . 
13.   4 66 i . 
14.    3 448 i . 
15.    5 327 i . 
16.    6 i . 
17.    4 448 i . 
18.    3 122 i . 
19.    5 33 i . 
20.    4 16i . 
21.    6 44 i . 
22.    3 212 i . 
23.    4 484 i . 
24.   5 55 i . 
25.    3 64 . 
26.    4 122 i . 
27.     3 44 i . 
28.     6 128i . 
29.     5 327 i . 
30.    4 448 i . 
Завдання 3. Побудувати на площині лінії та області, які задані наступними 
співвідношеннями: 








 iziziz .  












 iziziz . 


















 iziziz . 
















 iziziz . 










 iziziz . 
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 iziziz . 
7.   а)   1Re  zz ;          б)  
3
2
)1arg(  ,121  ,2

 iziziz . 

















 iziziz . 
9.   а)  1Re 2  zz  ;        б)  0)arg(
4
  ,11  ,22 

 izizz . 












 ziziz . 

















 ziziz . 
12. а)   4Im 2
2
 zz ;     б)  
4
3
)1arg(  ,22  ,121

 iziziz . 














 ziziz . 








 iziziz . 















 iziziz . 








 izizz . 









 iziziz . 


















 iziziz . 









 izziz . 
















 iziziz . 








 iziziz . 
22. а)   3Re2 2
2








 iziziz . 
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 iziziz . 
















 iziziz . 





  ,223  ,12 izizz . 














 iziziz . 
















 iziziz . 
28. а)  12Im3Re2 2
2









 iziziz . 








 iziziz . 
















 iziziz . 
Завдання 4. Обчислити значення функцій, записати дійсну та уявну частини: 
1. а)  )31cos( i ;   б)  )3(arsh i . 
2. а)  )53sin( i ;   б)  )1(arctg i . 
3. а)  )1(ch i ;      б)  )1(arth i . 
       4. а)  )2(sh i ;      б)  )3arcsin( i . 
       5. а)  )2(tg i ;           б)  )3(arch . 
       6. а)  )(ctg i ;            б)  ii  2)1( . 
7. а)  )(th i ;           б)  )2arccos( . 
8. а)  )(cth i ;           б)  )1(arsh i . 
9. а)  )25(ch i ;     б)  )3(arctg i . 
10. а)  )42(sh i ;   б)  )(arth i . 
11. а)  )2(cth i ;     б)  )5,0arccos( . 
12. а)  )52cos( i ;  б)  )5,0arcsin( . 
13. а)  )73sin( i ;   б) )1(arch  . 
14. а)  )3(th i ;       б)  ii  1)13( . 
15. а)  )4(tg i ;         б)  )1arccos( i . 
16. а)  )3(ctg i ;       б)  )1(arsh i . 
17. а)  )43sin( i ;  б)  )1(arctg i . 
18. а)  )27cos( i ; б) )1(arth i  . 
       19. а)  )5(tg i ;           б)  )1arcsin( i . 
       20. а) )(th   ;            б)  )1(arch i . 
       21. а)  )73sin( i ;     б)  ii 21)31(  . 
      22. а)  )(cth i ;       б)  )5arccos( i . 
      23. а)  )51cos( i ;     б)  )1(arsh i . 
      24. а) )62(sh i ;       б)  )1(arctg i . 
      25. а) )1(tg i ;          б)  )22(arth i . 
      26. а)  )34(sh i ;       б)  )5arcsin( i . 
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    27. а)  )83sin( i ;      б)  )2(arch i . 
    28. а)  )57cos( i ;     б)  ii 23)1(  . 
    29. а)  )(ctg i ;          б)  )1arccos( i . 
    30. а)  )76sin( i ;     б)  )4(arctg i . 
 
Завдання 5. Відновити аналітичну функцію за її дійсною або уявною частиною. 
1. xxyzf 32)(Im  . 
2. yezf x sin2)(Re  . 
3. 23 3)(Re xyxzf  . 
4. xyxzf 3)(Re 22  . 
5. xyezf x  cos)(Re . 
6. yyxzf 5)(Re 22  . 
7. xyxyzf  73)(Im . 
8. xyxyzf 56)(Im  . 
9. xyxyzf  2)(Re . 
10. 23 32)(Re xyxyxzf  . 
11. xxyzf 54)(Re  . 
12. yyxzf 6)(Re 22  . 
13. xyxyzf )(Im . 
       14. xyxyzf 477)(Re  . 
       15. yezf x cos2)(Im  . 
        16. 323)(Im yyxzf  . 
       17. yxyzf  22)(Im . 
       18. yxzf shcos)(Im  . 
       19. xxyzf 3)(Re 22  . 
       20. yxyxzf 73)(Im 23  . 
       21. xyyxzf  323)(Im . 
      22. yxyxzf  944)(Re 22 . 
      23. yxyxzf 33)(Re 23  . 
      24. yyezf x  sin)(Im . 
      25. xyxzf  22 22)(Im . 
     26. yxzf chsin)(Im  . 
     27. xxyzf  22 35)(Re . 
     28. yxezf y  cos)(Re . 
     29. xxezf y  sin)(Re . 
     30. xyzf chsin)(Im  . 
 
Завдання 6. Обчислити інтеграли за формулою Коші. 







































































































































































































































































































































































































































































































































































Завдання 7. Зобразити функцію )(zf  у вигляді ряду Тейлора за степенями )( 0zz  . 
1. izzzf  1  ),1sin()( 0 . 
2. izizzf  2  ),cos()( 0 . 
3. izshzzf 21  ,)( 0  . 
4. izchzzf  2  ,)( 0 . 
5. izzzzf  0  ),1ln()( . 
6. izizzarctgzf 2  ),2()( 0  . 
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7. izizzzf 21  ),21sin()( 0  . 
8. izizzf 22  ),2cos()( 0  . 
9. izzshzf 21  ,2)( 0  . 
10. izzchzf  1  ,2)( 0 . 
11. izzizzf  1  ),1ln()1()( 0 . 
12. izizzarctgzf  0  ),()( . 
13. izzzzf 3  ),1cos()( 0  . 
14. izzzf 32  ,2sin)( 0  . 
15. izizzf 31  ),cos()( 0  . 
16. izizshzf  3  ),()( 0 . 
17. izzchzf 23  ),3()( 0  . 
18. 4  ),1ln()( 0  zzzf . 
19. 2  ),()( 0  zzzarctgzf . 
20. izizzf 23  ),2cos()( 0  . 
21. izizzarctgzf  0  ),()( . 
22. izzzf 21  ),2sin()( 0  . 
23. izzzf 31  ),cos()( 0  . 
24. izizshzf  3  ),()( 0 . 
25. izzchzf 22  ,2)( 0  . 
26. izzzzf  0  ),1ln()( . 
27. izizzf 22  ),2cos()( 0  . 
28. 3  ),3()()( 0  zzarctgizzf . 
29. izzzzf  3  ,sin)( 0 . 
30. izizzf  4  ),2cos()( 0 . 
Завдання 8. Знайти всі розвинення функції )(zf  у ряд Лорана за степенями )( 0zz  . 
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Завдання 9. Визначити тип ізольованих особливих точок підінтегральних функцій 
та обчислити інтеграли за основною теоремою про лишки. 
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Завдання 10. Обчислити інтеграли за допомогою лишків. 
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